Quadratische Funktion

Wolfgang Kippels
26. Oktober 2018

Inhaltsverzeichnis

1_Vorwortl 2

2 Zusammenstellung der Grundlagen| 3
2.1 Nullstellenl . . . . . . . . . 3
[2.2  Scheitelpunkt| . . . . . ... 4

3 Aufgaben 6
[3.1 Autgabe 1. . . . . . . . .. 6
[3.2  Autgabe 2:|. . . . .. . 6
[3.3 Aufgabe 3. . . . ... 6
[3.4 Aufgabe 4:|. . . . . . 6
[3.50 Aufgabe b:|. . . . .. 6
[3.6 Aufgabe 6:]. . . . . . .. 6
[3.7 Autgabe 7:|. . . ... 6
[3.8 Aufgabe 8. . . . . .. 6
[3.9 Aufgabe 9:|. . . . . . 7
[3.10 Aufgabe 10:| . . . . . . . . .. 7
[3.11 Aufgabe 11 . . . . . . . . . . . 7
[3.12 Autfgabe 12:| . . . . . . . . . . 7
[3.13 Aufgabe 13:| . . . . . . . . .. 7
[3.14 Aufgabe 14:| . . . . . . . . .. 7
[3.15 Aufgabe 15: . . . . . ... 7
[3.16 Aufgabe 16: . . . . . . . . . 7
[3.17 Autgabe 17:| . . . . . . . . . 8
[3.18 Aufgabe 18 . . . . . . . . . 8
[3.19 Aufgabe 19: . . . . . . . . .. 8
[3.20 Aufgabe 20 . . . . . .. 8
[3.21 Aufgabe 21: . . . . . . . . . 8
[3.22 Autgabe 22:| . . . . . ... 8
[3.23 Autgabe 23:| . . . . . . .. 8

1



9

[.1  Aufgabe 1:|. . . . . . . 9
(4.2 Aufgabe 2:|. . . . . . 10
(4.3 Autgabe 3:|. . . . ... 11
[4.4  Autgabe 4:|. . . . . .. 12
[4.5 Aufgabe 5. . . . ... 14
(4.6 Aufgabe 6:|. . . . . . 16
[.7  Aufgabe 7:|. . . . .. 18
4.8  Aufgabe 8. . . . . .. 20
[4.9 Autgabe 9. . . . ... 22
[4.10 Autgabe 10:| . . . . . . . . . 23
[4.11 Aufgabe 11:| . . . . . . . . . . 25
[4.12 Aufgabe 12:| . . . . . . . . .. 27
[4.13 Aufgabe 13 . . . . . . . . . 29
[4.14 Autgabe 14:| . . . . . . . .. 30
[4.15 Autfgabe 15:| . . . . . . . .. 31
[4.16 Aufgabe 16:| . . . . . . . . . . 32
[4.17 Autgabe 17:| . . . . . . . . .. 33
[4.18 Aufgabe 18] . . . . . . . . . 34
[4.19 Autgabe 19: . . . . . . . .. 35
[4.20 Autgabe 20:| . . . . . .. 36
[4.21 Autgabe 21:| . . . . . . . .. 37
[4.22 Aufgabe 22:| . . . . . ... 38
[4.23 Aufgabe 23 . . . . . .. 40




1 Vorwort

Diese und @hnliche Anleitungen zu erstellen erfordert sehr viel Zeit und Miihe. Trotzdem
stelle ich alles kostenfrei der Allgemeinheit zur Verfiigung. Wenn Sie diese Datei hilfreich
finden, dann bitte ich Sie um Erfiillung des nachfolgend beschriebenen ,,Generationen-
vertrages*:

Wenn Sie spdter einmal Thre Ausbildungsphase beendet haben und im Beruf
stehen (oder auch noch danach), geben Sie bitte Ihr Wissen in geeigneter
Form an die nachfolgende Generation weiter.

Wenn Sie mir eine Freude machen wollen, dann schreiben Sie mir bitte eine kleine Email
an die folgende Adresse: mail@dk4ek.de

Vielen Dank!



2 Zusammenstellung der Grundlagen

Nebenstehend ist eine typische Quadratische

Funktion dargestellt. Das Beispiel stellt diese \| v |
Funktion dar: 8
f(zx)=2® —4x +3 \. /
\ /
Der tiefste Punkt] der Parabel heifit Scheitel- \ /
punkt der Parabel. Er wird meist mit dem Buch- =\ J(x)
staben S bezeichnet. 5 I\
\ /
Eine Quadratische Funktion ist jede Funktion, die
sich in der Normalform schreiben lésst: 3 ] L X
i T8
Normalform 2

flz)=az’+bx+c

Der Parameter a wird Formfaktor genannt, weil
er die Form der Parabel bestimmt. Ist a grof}, ist die Parabel schmal, ist a negativ, ist
die Parabel nach unten geofinet.

Der Parameter c¢ gibt den Abschnitt auf der y-Achse an.

2.1 Nulistellen

Unter der Nullstelle einer Funktion versteht man die Stelle (den z-Wert, genannt zy), an
der der Funktionswert (der y-Wert) Null wird. Um mogliche Nullstellen zu bestimmen,
wird der Funktionsterm gleich Null gesetzt. Am oben eingefithrten Beispiel mochte ich
die Vorgehensweise darstellen. Man benotigt dazu die p—q—FormelH

flz) =
0 =

To1/02 =

To1/02 =
Tor =1

r? — 4z +3 | gleich Null setzen
T3 — 4o+ 3 | p-¢g-Formel anwenden

Ergebnis: Die Nullstellen liegen bei xg; = 1 und zg = 3.
Man kann das auch so ausdriicken: Die x-Achse wird bei x¢; = 1 und xgo = 3 geschnitten.

"'Wenn die Parabel nach unten gedffnet ist, ist der Scheitelpunkt der héchste Punkt.
2Einzelheiten zur p-g-Formel siehe hier: http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/quad.pdf


http://www.dk4ek.de/lib/exe/fetch.php/quad.pdf

2.2 Scheitelpunkt

Der Scheitelpunkt liegt genau in der Mitte zwischen den Nullstellen (so weit vorhan-
den). Aus dieser Tatsache lésst sich eine Formel zur einfachen Scheitelpunktbestimmung
herleiten. Ich gehe dazu von der Normalform aus und bestimme zunéchst die Nullstellen.

flz) = az*+bx+c | Funktionsterm gleich Null setzen
0 = ar’+br+c |:a
b c
0 = 224+ -+ — | p-¢-Formel anwenden
a _a
2
b n c
Torfoz = 2a \ 2a a
2
B b N c
for = 2a \ 2a a
2
b b c
tor = 2a 2a a

I ZTo1 + To2
s 2
2 C 2 [
(- +V@7-5)+ (-2 -V %)
Ty = 5
_ =2
N 2
b
Ty = ——
2a

Ergebnis: Die z-Koordinate xg des Scheitelpunktes kann mit Hilfe dieser Formel be-
stimmt werden:

Ty = ——

2a

Kommen wir zu unserem Beispiel zuriick.
f(z) =2 —4x+3
Wir bestimmen x; mit der oben hergeleiteten Formel:

Ty = ——

T, = 2



Der zugehorige y-Wert y, kann dadurch bestimmt werden, dass der gefundene Wert fiir
xs in die Funktionsgleichung eingesetzt wird. In unserem Beispiel sieht das so aus:

Ys = f(xs)

1l
N R
|
W
[\)
+
w

ys:_l

Der Scheitelpunkt in unserem Beispiel ist damit: | S(2| — 1)

Die Funktionsgleichung kann nicht nur in der Normalform, sondern auch in der Schei-
telpunktform angegeben werden:

Scheitelpunktform:
f@)=a-(z—x:)*+ys

Hierin sind x5 und yg die Koordinaten des Scheitelpunktes S(z4|ys) und a der Formfak-
tor.

Diese Formel mochte ich an dieser Stelle nicht herleiten. Das wire recht einfach mit
der nachfolgenden Formel fiir eine Verschiebung. Verschiebt man den Graphen einer
beliebige Funktion f(x) (nicht nur einer Quadratischen Funktion) um den Wert z, nach
rechts und y, nach oben, so hat die verschobene Funktion f,(z) die Funktionsgleichung:

Verschobene Funktion
fv(x) - f(iU - xv) + Yo

Auch hierzu mochte ich mir den Beweis an dieser Stelle ersparen. Er kann mit einem
Hilfs-Koordinatensystem und Koordinatenumrechnung erfolgen.




3 Aufgaben
3.1 Aufgabe 1:

Geben Sie Quadratische Funktion f(x) mit dem Formfaktor 1 an, deren Scheitelpunkt
S(4] — 7) lautet!

3.2 Aufgabe 2:

Gegeben ist die Funktion fi(z) = 22? — 4z + 3. Geben Sie die Funktion fy(z) an, die
gegeniiber der Funktion fi(x) um 3 Einheiten nach rechts und 2 Einheiten nach unten
verschoben ist!

3.3 Aufgabe 3:

Die Quadratische Funktion hat den Scheitelpunkt S(4|1). Der Graph schneidet die y-
Achse bei yp = —7. Wie lautet die Funktionsgleichung?

3.4 Aufgabe 4:

Bestimmen Sie den Scheitelpunkt, die Nullstellen und den Wertebereich der Quadrati-
schen Funktion f(x) = 3z? — 12z + 15!

3.5 Aufgabe 5:

Bestimmen Sie den Scheitelpunkt, die Nullstellen und den Wertebereich der Quadrati-
schen Funktion f(x) = —162% — 16z + 5!

3.6 Aufgabe 6:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Parabel mit f;(x) = 42 —9z + 1 und der Geraden
mit fo(x) = 3z + 17!

3.7 Aufgabe 7:
Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Parabel mit f;(x) = 9224122 —4 und der Geraden
mit fo(x) = —122 + 5!

3.8 Aufgabe 8:

Gegeben ist die Quadratische Funktion f(x) = —2z% + 5z — 3. Geben Sie den Scheitel-
punkt an und bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~'(x). Welchen Definitionsbereich
hat die Umkehrfunktion?



3.9 Aufgabe 9:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der beiden Parabeln mit den Funktionsgleichungen
fi(z) = 422 + 3z — 8 und fo(z) = 72® + 9z + 7.

3.10 Aufgabe 10:

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Quadratischen Funktion, deren Graph durch
die Punkte P;(—1[8), P»(2] — 1) und P;3(4|3) verlauft.

3.11 Aufgabe 11:

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Linearen Funktion f5(z), deren Graph die
Parabel der Quadratischen Funktion fi(z) = 2% — 42 + 4 bei 2, = 4 als Tangente
beriihrt.

3.12 Aufgabe 12:

Der Graph der Quadratischen Funktion f(x) hat den Scheitelpunkt S(3|2) und verlauft
durch den Punkt P(5]10). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f(x)!

3.13 Aufgabe 13:

Bestimmen Sie die Nullstellen und den Scheitelpunkt der Quadratischen Funktion (so-
weit vorhanden):

f(z) = —162% + 242 — 25
3.14 Aufgabe 14:

Die Quadratische Funktion f(x) hat den Scheitelpunkt S(4|3) und verlauft durch den
Punkt P(6]11). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f(z)!

3.15 Aufgabe 15:

Die Quadratische Funktion f(z) verldauft durch die drei Punkte P;(—3|32), P»(—1|10)
und P;(2|7). Geben Sie die Funktionsgleichung an!

3.16 Aufgabe 16:

Eine verschobene Normalparabel (Formfaktor a = 1) verlauft durch die Punkte P, (—1| — 2)
und P,(0]1). Geben Sie die Funktionsgleichung f(z) an!



3.17 Aufgabe 17:

Eine Parabel (Quadratische Funktion) verlauft durch die drei Punkte P;(0|8), P»(1]3)
und P;3(2]|0). Geben Sie die Funktionsgleichung f(x) an!

3.18 Aufgabe 18:

Eine Parabel (Quadratische Funktion) hat den Scheitelpunkt S(—2|0) und verlauft durch
den Punkt P(—1| — 2). Geben Sie die Funktionsgleichung f(z) an!

3.19 Aufgabe 19:

Verschieben Sie die Parabel mit der Funktionsgleichung fi(z) = 3(z —4)* — 1 so nach
oben, dass die neue Parabel durch den Punkt P(2|3) verlduft. Geben Sie die zugehorige
Funktionsgleichung fo(z) an!

3.20 Aufgabe 20:

Verschieben Sie die Parabel mit der Funktionsgleichung f;(z) = %xz — 4x + 7 so nach
links, dass die neue Parabel durch den Punkt P (0|%) verlauft. Geben Sie die zugehorige
Funktionsgleichung fy(z) an! (Geben Sie alle Losungen an!)

3.21 Aufgabe 21:
1

Wie ist die Parabel mit der Funktionsgleichung f;(z) = §x2 — 4x + 7 zu verdndern, da-
mit bei gleichem Scheitelpunkt der Punkt P(3|—6) zur neuen Parabel gehort. Geben

Sie die zugehorige Funktionsgleichung fo(x) an!

3.22 Aufgabe 22:

Die Parabel der Quadratischen Funktion f;(z) schneidet die Gerade mit der Funktions-
gleichung fo(x) = z — 2 bei 21 = —4 und 3 = 1. Die Parabel schneidet die y-Achse bei
yo = 2. Geben Sie die Funktionsgleichung fi(x) an!

3.23 Aufgabe 23:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte — falls vorhanden — der beiden Parabeln mit den Funk-
tionsgleichungen fi(z) = 2% — 2z + 3 und fo(x) = 22 — 8z + 12.



4 Losungen

4.1 Aufgabe 1:
Geben Sie Quadratische Funktion f(z) mit dem Formfaktor 1 an, deren Scheitelpunkt
S(4] — 7) lautet!

Losung: Es bietet sich an, die Scheitelpunktform der Funktionsgleichung zu verwenden.
f(:L’) Z(Z'(IL’—(L‘S)2+y$

Setzt man die bekannten Koordinaten und den ebenfalls bekannten Formfaktor ein, ist
man schon fertig.

fla)=1-(o -2 =1
Wenn man mochte, kann man die Klammer noch auflésen, um die Gleichung in die
Normalform zu bringen.
fla) = 1 (o4 =T
= 2 —8x+16—7
fz) = 2> —8r+9

Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.
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4.2 Aufgabe 2:

Gegeben ist die Funktion fi(z) = 22? — 4z + 3. Geben Sie die Funktion fy(z) an, die
gegeniiber der Funktion fi(x) um 3 Einheiten nach rechts und 2 Einheiten nach unten
verschoben ist!

L6ésung: Fiir dieses Problem bietet sich die Verschiebeformel an. 2 Einheiten nach
unten entsprechen dabei —2 Einheiten nach oben.

falz) = filz =3)+(-2)
= 2-(z-3)%*—4-(x—3)+3-2
= 2. (2 —62+9) —dr+12+1
= 207 — 122+ 18 — 4z + 13
fo(z) = 22* — 162+ 31

Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.3 Aufgabe 3:
Die Quadratische Funktion hat den Scheitelpunkt S(4|1). Der Graph schneidet die y-
Achse bei yp = —7. Wie lautet die Funktionsgleichung?

L6ésung: Da der Scheitelpunkt bekannt ist, bietet sich die Scheitelpunktform an. Es
muss dann nur noch a berechnet werden.

f(x) = a'(‘r—xs)2+ys
flz) = a-(x—4)7°+1

Der Schnittpunkt mit der y-Achse bedeutet: f(0) = y,. Das setzen wir ein.

~7 = a-(0—-4)2+1
~7 = a-164+1 |—1
—8 = 16a |:16

8
TG
1
“© T T2
Mit diesem Wert fiir a erhalten wir die gesuchte Funktion:
f(x)I—%-(x—4)2—|—1=—%-(x2—8x+16)+1:—%x2—|—4:c—7

Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.
y

4
@

f(T
R

,\\,75 {DX

H=

\&}

s
™
L1

(o)
™
L~

= ‘\&_\
d
L1

O
s

12



4.4 Aufgabe 4:

Bestimmen Sie den Scheitelpunkt, die Nullstellen und den Wertebereich der Quadrati-
schen Funktion f(z) = 3z% — 12z + 15!

Losung: An einer Nullstelle ist der Funktionswert = 0. Daher lautet der Ansatz zur
Nullstellenbestimmung: f(xy) = 0.

3vp — 1220 +15 = 0 |:3
x5y —4xo+5 = 0
51701/2 = 2i\/4—5
Tor/2 = 2+v-—-1

Da es fiir die Wurzel keine reelle Losung gibt, gibt es keine Nullstellen. Andererseits kann
man an dieser Gleichung schon den x-Wert des Scheitelpunktes ablesen. Es ist immer
die Zahl, die vor der Wurzel steht, also z; = 2. Den zugehorigen y-Wert y, bekommt
man durch Einsetzen von z, in die Funktionsgleichung.

Ys = f(xS)
= 3.-22-12-2+15
Ys = 3

Der Formfaktor ist mit a = 3 positiv, darum ist die Parabel nach oben getffnet. Das
wiederum bedeutet, dass der Scheitelpunkt der tiefste Punkt der Kurve ist. Also lautet
der Wertebereich:

W ={yly = 3}
Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.
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4.5 Aufgabe 5:

Bestimmen Sie den Scheitelpunkt, die Nullstellen und den Wertebereich der Quadrati-
schen Funktion f(x) = —162% — 16z + 5!

Losung: An einer Nullstelle ist der Funktionswert = 0. Daher lautet der Ansatz zur
Nullstellenbestimmung: f(xy) = 0.

—16z5 — 1620 +5 = 0 |:(—16)
)
.Z‘g—i‘l’o—E =0
1 1 )
ZL’Ol/g = —52]: Z—'_E
1 4 )
S R TR
1 9
Tor/2 = _§i 16
1 3
Tor/2 = _§ié_l
2 3
Toi/2 = _Zil_l
1
Tor = 1
)
Loz = 1

Wie schon bei Aufgabe 4 kénnen wir daraus auch den x-Wert des Scheitelpunktes als
die Zahl vor der Wurzel ablesen, also:

Ty = —=

2

Den zugehorigen y-Wert y, finden wir wieder durch Einsetzen in die Funktionsgleichung:

v = flz,) = —16- (—%)2 _16- <_%) L5—9

Der Scheitelpunkt lautet demnach:
S (~11)

Da der Formfaktor mit —16 negativ ist, ist die Parabel nach unten gedffnet. Der Werte-
bereich liegt also unterhalb des Scheitelpunktes:

W = {z|z <9}

15



Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.
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4.6 Aufgabe 6:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Parabel mit f;(x) = 42 —9z + 1 und der Geraden
mit fo(z) = 3z + 17!

Losung: Die Schnittpunkte sind ja genau die Punkte beider Kurven, bei denen z- und
y-Wert iibereinstimmen. Ich kann also zur Schnittpunktbestimmung die Funktionsglei-
chungen gleichsetzen.

filzs) = falws)
4a? — 9z, + 1 3rs+17 | — 3w, — 17

422 — 122, —16 = 0 |:4
2 — 3z, — 4 0
3 9 16
ap = sE/z+T
Tajp = 5 E\ 3T
_ 3. /B
2 4
3
N
272
3 5
s = — —:4
T = 51y
3 5
s = ———:—1
2T 9T

Die zugehorigen y-Werte bekommt man durch Einsetzen in eine der beiden Funktions-
gleichungen. Ich wahle dafiir f, aus, da sie etwas einfacher ist.

Ys = fQ(xs)
Yss = 3xsq +17=3-44+17=29
Yo = 3T+ 17=3-(—1)+17=14

Damit lauten die Schnittpunkte:

S1(4]29) und Sy(—1/14)

17



Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.7 Aufgabe 7:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der Parabel mit f;(x) = 9224122 —4 und der Geraden
mit fo(x) = —122 + 5!

Losung: Die Schnittpunkte sind ja genau die Punkte beider Kurven, bei denen z- und
y-Wert iibereinstimmen. Ich kann also zur Schnittpunktbestimmung die Funktionsglei-
chungen gleichsetzen.

fl(xs) = f2(xs)
922 + 122, —4 = —122,+5 |+ 12,5
922 4+ 242, —9 = 0 |:9

8

2

-zs—1 = 0
xs+3aj

4 16 9
e R
4
_ 4%
3 9
4
_ 4.5
373
i 5
q = —=-2=-3
sl 373
_ 4,51
e

Die zugehorigen y-Werte bekommt man durch Einsetzen in eine der beiden Funktions-
gleichungen. Ich wahle dafiir f, aus, da sie etwas einfacher ist.

Ys = f2($s)

ya = —12z445=—12-(=3)+5 =41
1

Ys2 = —12$82+5:—12§—|—5:1

Damit lauten die Schnittpunkte:
S1(—3[41) und S, (3]1)

19



Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.8 Aufgabe 8:

Gegeben ist die Quadratische Funktion f(x) = —2z% + 5z — 3. Geben Sie den Scheitel-
punkt an und bestimmen Sie die Umkehrfunktion f~!(x). Welchen Definitionsbereich
hat die Umkehrfunktion?

Losung: Den Scheitelpunkt bekommt man zweckméBigerweise mit der Scheitelpunkt-

formel.
b5 s
22 2-(—2) 4
5\ > 5 1
ys:f(xs):—2x§+5x5—3:—2<1> +5-1—3=§

5 (315)

418

Die Umkehrfunktion wird bestimmt, indem man die Rollen von x und y tauscht und die
dadurch entstandene Gleichung wieder nach y auflost.

y = 222 +5x—3 |  und y tauschen
r = -2 +5y—3 |+2y—5y+3
20° =5y +3+x = 0 |:2
5 3
y2—§y+§+§ = 0 | p-gq-Formel
B 5i\/25 24  8x
iz = g 16 16 16
_ §j: 1 —8x
17V 16
B 5i\/1—8x
4 4
5 1
fHz) = Z:I:Z\/l—&c

Der Definitionsbereich wird dadurch eingeschréinkt, dass der Wurzelinhalt (Radikand)
nicht kleiner als Null weden darf.

1—-8z

—8x

(VAR

T

1
8
1
D = {x|x§—}
8

IN

21



Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.9 Aufgabe 9:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte der beiden Parabeln mit den Funktionsgleichungen
fi(z) =42% + 3z — 8 und fo(x) = T2 + 9 + 7.

Losung: Die Schnittpunkte sind ja genau die Punkte beider Kurven, bei denen z- und
y-Wert iibereinstimmen. Ich kann also zur Schnittpunktbestimmung die Funktionsglei-
chungen gleichsetzen.
422 + 32, —8 = T2+ 91, +7 | -T2 — 92,7
322 -6, —15 = 0 |:(-3)
22 4+2r,+5 = 0
.Tsl/g —1:|:\/1—5
IESl/Q = —14 V —4

Da diese Wurzel nicht reell zu 16sen ist, gibt es keine Schnittpunkte.

Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.10 Aufgabe 10:

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Quadratischen Funktion, deren Graph durch
die Punkte P;(—1/8), Py(2] — 1) und P;3(4|3) verlauft.

Losung: Zur Losung gehen wir von der Normalform der Quadratischen Funktion aus.
Wenn wir jeweils die Koordinaten eines Punktes einsetzen, dann erhalten wir drei Glei-
chungen als Lineargleichungssystem, aus denen wir die Parameter a, b und ¢ berechnen
konnen. Die Normalform lautet:

flz)=ar* +br+ec

Wir setzen die Koordinaten der drei Punkte ein.
f(-1) =8 = a-(-1)*+b-(-1)+c = 8
f2 = -1 = a-224b-24¢ = —1
f4 =3 = a-42+b-4+c = 3

Wenn wir das rechts stehende Lineargleichungssystem zusammenfassen, erhalten wir:

a —-b +c = 8
4a +2b +c¢ = -1
16a +4b +c¢ = 3

Dieses Lineargleichungssystem kann nun mit einem beliebigen Verfahren gelost werden,
also beispielsweise mit dem Einsetzungsverfahren, dem Additions-/Subtraktionsverfah-
ren, der Cramerschen Regel oder dem Gauf-Jordan-Verfahren. Ich verwende hier als
Beispiel die Cramersche Regel. Ich bestimme zunéchst a:

8 —1 1
—1 2 1
B 3 41 _16—3—4—6—32—1_—30_1
“TT1 1 1] 2-16+16-32-4+4 —30
4 2 1
16 4 1
Mit der nun bekannten Nennerdeterminante ist auch b schnell bestimmt:
1 8 1
4 -1 1
- 16 3 1| —14+128+12+16—-3-32 120 4
B —30 B —30 =30

Den Parameter ¢ bestimmt man nun am einfachsten durch Einsetzen der bereits bekann-
ten Parameter in eine der drei Gleichungen. Ich nehme dazu die erste.
a—b+c = 8
I1—(=4)+c = 8
54¢c = 8 |=5
c = 3
Setzen wir die Werte in die Ausgangsform ein, erhalten wir die gesuchte Funktionsglei-

chung.
fla) =2 — 4w +3
24



Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.

\ y

Wiy
Qo

\

=
(@)

)

/
)——\
NO W

/

=
D

09

>/cn
BN

P

o

25




4.11 Aufgabe 11:

Bestimmen Sie die Funktionsgleichung der Linearen Funktion f5(z), deren Graph die
Parabel der Quadratischen Funktion fi(z) = 2% — 42 + 4 bei 2, = 4 als Tangente
beriihrt.

Losung: Zunichst einmal konnen wir von der Normalform der Linearen Funktion aus-
gehen. Die gesuchte Funktion hat also diese Form:

folz) =mz+b

Wir miissen nur die beiden Parameter m und b bestimmen. Aus dem xz-Wert des Beriihr-
punktes kann der dazugehorige y-Wert mit y, = f1(2) berechnet werden.

yp =7 — Ay +4=4>—4-4+4=4
Damit konnen wir die erste von zwei notwendigen Gleichungen aufstellen.
fo(zpy) =y = m-4+b=4 (1)

Die beiden Graphen beriihren sich, sie schneiden sich nicht. Das bedeutet, es gibt nur
genau einen einzigen gemeinsamen Punkt. Daraus kénnen wir eine weitere Gleichung
gewinnen. Wie das geht?

Setzen wir zunéchst die beiden Funktionsgleichungen wie zur Schnittpunktbestimmung
gleich.

bil (l’b) = f2(iUb)
ri —dxy+4 = may+b | —ma,—b
xf —4ry, —may, +4—b = 0 |z, ausklammern
zi — (4+m)z,+ (4—b) = 0 |p-g-Formel

44m 4+m\?
Tprij2 = Ti\/(T> _<4_b)

Wann gibt es genau einen Schnittpunkt? Das kann doch nur dann der Fall sein, wenn
der Wert der Wurzel = 0 ist. Der ,Rest“ vor der Wurzel muss demnach unser x;, = 4
sein. Das ergibt dann unsere zweite Gleichung.

4
¥:4 2)

Aus dieser Gleichung kann ich sofort m berechnen.

4
armeo_ oy 2
2
44m = 8 |—4
m = 4
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Das setzen wir in Gleichung (1) ein.

dm+b = 4 |4 fiir m einsetzen
4-44+b = 4
16+b = 4 |—16
b = —12

Die gesuchte Gleichung lautet also:
fQ (l’) =4x — 12

Nachfolgend ist der Verlauf der Funktionsgraphen dargestellt.
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4.12 Aufgabe 12:

Der Graph der Quadratischen Funktion f(x) hat den Scheitelpunkt S(3|2) und verlauft
durch den Punkt P(5[10). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f(z)!

Losung: Da der Scheitelpunkt bekannt ist, bietet sich die Scheitelpunktform an. Es
muss dann nur noch a berechnet werden.

f(I) - a'(x_xs)2+ys
flx) = a-(x—3)*+2

Neben S ist auch noch der Punkt P auf dem Graphen bekannt. Seine Koordinaten
miissen auch die Funktionsgleichung erfiillen.

flxp) =
a-(r,—3)0°+2 = y,
a-(5-3°+2 = 10
a-224+2 = 10 |-2
a-4 = 8 |:4
a = 2

Diesen Wert fiir a setze ich ein und erhalte die gesuchte Funktionsgleichung.

flz) = 2-(x—3)+2
2. (2% — 62 +9) +2
202 — 122 + 18 + 2
f(z) = 2% — 122+ 20

Nachfolgend ist der Verlauf des Funktionsgraphen dargestellt.
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4.13 Aufgabe 13:

Bestimmen Sie die Nullstellen und den Scheitelpunkt der Quadratischen Funktion (so-
weit vorhanden):

f(z) = —162% + 242 — 25

Losung: An einer Nullstelle ist der Funktionswert = 0. Daher lautet der Ansatz zur
Nullstellenbestimmung: f(zq) = 0.

1642 + 2429 — 25 = 0 I (~16)
, 3B
T
3 9 25
Torjo2 = Zi 616
3
To1/02 = Ziv—l

Da es fiir die Wurzel keine reelle Losung gibt, gibt es keine Nullstellen. Andererseits kann
man an dieser Gleichung schon den x-Wert des Scheitelpunktes ablesen. Es ist immer
die Zahl, die vor der Wurzel steht, also xz, = %. Den zugehorigen y-Wert y, bekommt
man durch Einsetzen von z, in die Funktionsgleichung.

Ys = f(xs)
= —1622 + 24z, — 25

= —16 32+243 25
- 4 4

= —9+18—-25
ys = 16

Ergebnis: | Scheitelpunkt S (2]16)
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4.14 Aufgabe 14:

Die Quadratische Funktion f(x) hat den Scheitelpunkt S(4|3) und verlduft durch den
Punkt P(6]11). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung von f(z)!

L6ésung: Zur Losung bietet sich die Scheitelpunktform der Quadratischen Funktion
an.

flx) = a-(x—x5)*+y,
f@) = a-(@—17+3

Zur Bestimmung des Parameters a werden die Koordinaten des Punktes P in die Funk-
tion eingesetzt.

flzp) = yp

a-(6—-4)+3 = 11
a-4+3 = 11 |3
da = 8 |:4

a = 2

Wer mag, kann die Funktion noch aus der Scheitelpunktform in die Normalform um-
wandeln.

flz)=2 (-4 +3=2- (2 =82 +16) + 3 = 227 — 162 + 32 + 3 = 22> — 162 + 35

Die gesuchte Funktion lautet damit: | f(z) =2 (x — 4)* + 3 = 22* — 16z + 35
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4.15 Aufgabe 15:

Die Quadratische Funktion f(z) verldauft durch die drei Punkte P;(—3|32), P»(—1]10)
und P;3(2|7). Geben Sie die Funktionsgleichung an!

Losung:
(1) f(=3) = 32 = a-(=3)2+b-(-3)+c = 32
2) f(=1) = 10 = a-(-1)?+b-(-1)+c = 10
3) f2 =17 = a-22+4+0-24+c¢c = 7

Wenn wir das rechts stehende Lineargleichungssystem zusammenfassen, erhalten wir:

(1) 9a —-3b +c¢ = 32
(2) a —b 4c = 10
(3) 4a +2b 4+c¢ =T

Dieses Lineargleichungssystem kann nun mit einem beliebigen Verfahren gelést werden,
also beispielsweise mit dem Einsetzungsverfahren, dem Additions-/Subtraktionsverfah-
ren, der Cramerschen Regel oder dem Gauf-Jordan-Verfahren. Ich verwende hier als
Beispiel die Cramersche Regel. Ich bestimme zunéchst a:

32 -3 1

10 -1 1

T2 1| —32-2142047-64+30  —60
“TT9 311  9-124+2+4-18+3 _ —30

1 -1 1

4021

Mit der mittlerweile bereits bekannten Nennerdeterminante ist auch b schnell bestimmt:

9 32 1
1 10 1

b — 4 71 :90+128+7—40—63—32: 90 _ 3
—-30 —30 —-30

Den Parameter ¢ bestimmt man nun am einfachsten durch Einsetzen der bereits bekann-
ten Parameter in eine der drei Gleichungen. Ich nehme dazu Gleichung (2).

a—b+c = 10
2434c = 10 |-5
c = 5

Die gesuchte Funktion lautet damit: | f(z) = 22* — 3z + 5
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4.16 Aufgabe 16:

Eine verschobene Normalparabel (Formfaktor a = 1) verlauft durch die Punkte P, (—1| — 2)
und P»(0]1). Geben Sie die Funktionsgleichung f(x) an!

Losung: Mit dem bekannten Formfaktor lautet die Funktionsgleichung in Normalform:
flz)=a2*+bx+ec
Die bekannten Punkte konnen eingesetzt werden.

(1) f(=1) = =2 = (=1)?+b-(=1)+c = -2
2 f0) =1 = 02+b-0+c = 1

c=1
Das wird in (1) eingesetzt.
(=1 +b-(-1)+1 = =2
1-b+1 = -2 |[—2
b= 4 |1
b = 4

Die gesuchte Funktion lautet damit: | f(z) = 2% + 4z + 1

33



4.17 Aufgabe 17:

Eine Parabel (Quadratische Funktion) verlauft durch die drei Punkte P;(0|8), P»(1]3)
und P;3(2]|0). Geben Sie die Funktionsgleichung f(x) an!

Losung:
(1) f(0) = 8 = a-0*°+b-0+c = 8
(2) f(1) 3 = a-1?+b-14+¢c = 3
3) f2) = 0 = a-24b-24¢c = 0

Wenn wir das rechts stehende Lineargleichungssystem zusammenfassen, erhalten wir:

(1) c = 8
(2) a +b 4+c = 3
(3) 4a +2b 4+c¢ = 0

Dieses Lineargleichungssystem kann nun mit einem beliebigen Verfahren gelést werden,
also beispielsweise mit dem Einsetzungsverfahren, dem Additions-/Subtraktionsverfah-
ren, der Cramerschen Regel oder dem Gauf-Jordan-Verfahren. Es sollte aber auffallen,
dass aus (1) bereits der erste Parameter ¢ = 8 bekannt ist. Dieser Wert wird in (2) und
(3) eingesetzt, die Gleichungen werden vereinfacht.

(2) a+b+8 =3 |-8
(2) a+b = -5
(3) 4a+20+8 = 0 |—38
(3) da+20 = —8
Zusammengfasst bleibt ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung {ibrig:
(2) a +b = =5
(3) 4a +2b = -8

Gleichung (2) lasst sich bequem fiir die Anwendung des Einsetzungsverfahrens nach a
oder b umstellen. Ich stelle sie nach a um.

a+b = =5 | —b
a = —5—-0b
Einsetzen in (3):

da+2b = -8
4-(=5-b)+20 = -8

20— 4b+2b = —8 |+20

9p = 12 |:(-2)
b = —6

Mit der umgestellten Gleichung (2) erhalten wir sofort a.

a4=-5-b=—5—(—6)=-5+6=1

Mit diesen Ergebnissen lautet die gesuchte Funktion: | f(x) = 2* — 6z + 8
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4.18 Aufgabe 18:

Eine Parabel (Quadratische Funktion) hat den Scheitelpunkt S(—2|0) und verlauft durch
den Punkt P(—1| — 2). Geben Sie die Funktionsgleichung f(z) an!

Loésung: Da der Scheitelpunkt bekannt ist, bietet sich die Scheitelpunktform an. Es
muss dann nur noch a berechnet werden.

flx) = a-(z—2)*+ys
flx) = a-(z+27°+0

Neben S ist auch noch der Punkt P auf dem Graphen bekannt. Seine Koordinaten
miissen auch die Funktionsgleichung erfiillen.

f(xp) = vp
a-(z,+2)* =y,
a-(—1+2)7? = =2
a-1? = =2

a = —2

Diesen Wert fiir a setze ich ein und erhalte die gesuchte Funktionsgleichung.
flo) = =2-(z +2)°
Wer mag, kann die Funktionsgleichung noch in die Normalform umwandeln.

f(z) = —22" — 8z —8

Die gesuchte Funktion lautet: | f(z) = —2 - (x + 2)? | oder | f(z) = —22* — 8x — 8
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4.19 Aufgabe 19:

Verschieben Sie die Parabel mit der Funktionsgleichung fi(z) = 3(z —4)* — 1 so nach
oben, dass die neue Parabel durch den Punkt P(2|3) verlduft. Geben Sie die zugehdorige
Funktionsgleichung fo(z) an!

Losung: Fiir eine vertikale Verschiebung muss lediglich ein Parameter (ich nenne ihn

k) addiert werden.
1
Fola) = 50— 07 1+

Damit der Punkt P auf der Parabel liegt, miissen seine Koordinaten die Funktionsglei-
chung erfiillen.

falzp) = yp
1
5-(2—4)2—1+k = 3
1
5 (2P -1tk = 3
1
2-1+4+k = 3 |—-1
k= 2

Der Wert wird kiir k eingesetzt.
1 2 1 2
fole) = =(x —4)"—14+2=-(z—4)"+1

Wer mag, kann die Funktionsgleichung noch in die Normalform umwandeln:

fale) = =Ho—4p+1
1
= 5-(:62—83:+16)+1
1
= §x2—4x+8—|—1

1
fo(x) = §m2 —4x+9

Die gesuchte Funktionsgleichung lautet:

foz) =

(x —4)* 4+ 1| oder: | fo(z) = 32 — 4z +9

N[ —=
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4.20 Aufgabe 20:

Verschieben Sie die Parabel mit der Funktionsgleichung f;(z) = %mz — 4x + 7 so nach
links, dass die neue Parabel durch den Punkt P(0|%) verléuft. Geben Sie die zugehérige
Funktionsgleichung fo(z) an! (Geben Sie alle Losungen an!)

Losung: Eine Rechtsverschiebung um k bedeutet, dass anstelle der Variablen x ein
(x — k) eingesetzt wird. Entsprechend bedeutet ein im Ergebnis negatives k£ dann eine
Linksverschiebung. Wiinscht man ein positives k, dann kann auch (z + k) fiir eine
Linksverschiebung eingesetzt werden. Ich verwende in meiner Musterlosung die erste
Moglichkeit.

folz) = filz —k)
1
fa(z) = 3 (x—k)?2—4d(x—Fk)+7
Jetzt werden fiir  und y die Koordinaten des Punktes P eingesetzt. Damit kann &

bestimmt werden.

7
f2(0) = g
1
5.(0—/{;)2—4.(()—k;)+7 = 3
1 7
K2 +8k+14 = 7 | -7
E+8k+7 = 0
kg = —4+£V42 -7

kl/g == —4 :l: 3
kl == —1 k‘g - —7
Da beide Werte negativ sind, handelt es sich in beiden Féllen um eine Linksverschiebung.
Beide Losungen sind also giiltig. Die Werte werden fiir k£ eingesetzt.

1 1
fa = 5-(x+1)2—4-(x+1)+7 fao = §~(x+7)2—4~(1:+7)+7
1 1
fa = 5-(x2+2x+1)—4x—4+7 foo = 5-(3:2—1—1436—1—49)—43:—284—7
1 1 1 49
fa = z2*+ax+-—4x+3 foo = =2+ Tx+——4dx—21
2 2 2 2
1, 7 1, 7
fn = bR —3x—|—§ f2 = 5 +3ZL‘+§

Ergebnis: | for = 2% — 3z + Z| oder: | foo = 222 4+ 3z + 1
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4.21 Aufgabe 21:
1

Wie ist die Parabel mit der Funktionsgleichung f;(z) = §$2 — 4x + 7 zu verédndern, da-
mit bei gleichem Scheitelpunkt der Punkt P(3]|—6) zur neuen Parabel gehort. Geben

Sie die zugehorige Funktionsgleichung fo(x) an!

L6ésung: Zunéchst muss der Scheitelpunkt bestimmt werden. Dies kann entweder mit
der Mitte zwischen den Nullstellen oder einfacher mit dieser Formel geschehen.

b
flz)=az’+bx+c = Tg=——
2a
b -
5= 20 2-%_

1
yS:f(ﬁs):§‘42—4'4+7:—1

Mit bekanntem Scheitelpunkt kann die Funktionsgleichung in Scheitelpunktform aufge-
stellt werden.

folz)=a-(z —4)?* -1
Zur Bestimmung des Parameters a werden die Koordinaten des Punktes P in die Funk-
tionsgleichung eingesetzt.

f(3) = -6

a-(3—-4)?*-1 = —6

a-(-1)*-1 = —6
a—1 = —6 |+1

a = -5

Die Funktionsgleichung kann angegeben werden:

fo(x) ==5-(x —4)? -1
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4.22 Aufgabe 22:

Die Parabel der Quadratischen Funktion fi(z) schneidet die Gerade mit der Funktions-
gleichung fo(x) = 2 — 2 bei 1 = —4 und x5 = 1. Die Parabel schneidet die y-Achse bei
yo = 2. Geben Sie die Funktionsgleichung f;(z) an!

Losung: Zunichst werden die y-Werte der Schnittpunkte P, und P bestimmt. Dazu
werden die z-Werte in f; eingesetzt.

v = folm) Y2 = far2)

vy = —4—2 Yoz = 1—-2

n = —6 Yy = —1
Damit lauten die Schnittpunkte P;(—4| — 6) und Py(1| — 1). Der Schnittpunkt mit der
y-Achse liegt bei z = 0, damit heist dieser Punkt P3(0|2). Mit drei bekannten Punkten
kann ein Lineargleichungssystem aufgestellt werden, wenn man von der Normalform der
Quadratischen Funktion ausgeht:

fo(z) = az® + b + ¢

(1) f(-4) = -6 = a-(-4)?+b-(-4)+c = —6
2 f1) = -1 = a-1>?+b-1+¢c = -1
3) fO) =2 = a-0°+b-0+c = 2

Wenn wir das rechts stehende Lineargleichungssystem zusammenfassen, erhalten wir:

(1) 16a —4b +c = —6
(2) a +b +c = -1
(3) c = 2

Da aus (3) sofort das Ergebnis fiir ¢ bekannt ist, kann der Wert in beide anderen Glei-
chungen eingesetzt werden. Ubrig bleibt ein Lineargleichungssystem 2. Ordnung.

(1) 16a—4b+2 = —6 |—2
(2) a+b+2 = -1 |—2
1) 16a —4b = -8
(2) a+b = -3

Dieses Gleichungssystem kann mit einem beliebigen Verfahren gelost werden. Beispiels-
weise kann zum Einsetzungsverfahren (2) nach a aufgelost und in (1) eingesetzt werden.

a+b = -3 | —b
a = —3-—0b

Einsetzen in (1):
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16a —4b = -8

16-(—3—b)—4b = -8
48— 16b—4b = —8 |+48
—20b = 40 |:(—20)
b = —2

Dieses Ergebnis wird in die umgestellte Gleichung (1) eingesetzt.

a=-3—-b=-3—(-2)=-1

Jetzt sind alle Parameter bekannt. Die Funktionsgleichung kann angegeben werden.

folz) = =22 — 22+ 2
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4.23 Aufgabe 23:

Bestimmen Sie die Schnittpunkte — falls vorhanden — der beiden Parabeln mit den Funk-
tionsgleichungen fi(z) = 2% — 2z + 3 und fo(x) = 22 — 8z + 12.

Losung: Zur Schnittpunktbestimmung werden die Funktionsterme gleichgesetzt.

filzs) = falxs)
1% —2x5+3 = 21% —8rs+12 | —22% +8xg—12
—a5+6zs—9 = 0 |- (1)
x§—6x5+9 =0

.1'51/2 = 3:|:\/9—9

1'5:3

Es gibt nur ein Ergebnis, also auch nur einen einzigen Schnittpunkt. Zur Bestimmung
des y-Wertes wird dieser zg-Wert in f; oder in f5 eingesetzt. Ich wéhle dazu f;, weil die
Zahlen etwas kleiner sind.

ys = fi(zs)
= 2% —2x5+3
= 32-2-3+3
ys = 6

Hiermit kann der Schnittpunkt angegeben werden: | .S(36)
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